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Synopsis
Let/1betheStokesoperatorandXp(1<♪ 〈 十 〇〇)theBanachspaceofallsolenoidal
vect。.f。。ti。n,inL。(R・).Th・・-Ag・n・ ・at…h・1・m・ ・phi・・emig・upU(・)(R・ ・>0)i・X・ ・
1は じめに
Ω はR3の 有界領域で,滑 らかな境界を もっ とする。
このとき,ス トークス作用素 をAと すれば・L2(Ω)の
閉部分空間ll・(9)において,Aは 非負 自己共役作用
素であるか ら,-Aは 解析的半群 を生成する(た とえ
ば,Kato[2⊃。Lp(Ω)'においても類似の結果が得 ら
れると推測 されるが,こ こでは・ ρ－R3の場 合に得
られた結果を報告する。
まず関数空間を定義 してお く。Co。o(R3)はR3にコ
ンパク トな台をもっC。。級 のベク トル値関数全体 とす
る。Lp(R3)(1<ヵ<o。)は,R3で定義 されたベ ク ト
ル値開taf=一(fi,f2,f3)で・
Ilfll,一{∫(1f・1・1-lf・[b+1f・1・)d:v}!ノP<+。。
なる もの全 体,TVpt(R3)(1==1,2,…)は1階まで
のすべ ての導 関 数 がLp(R3)に属 す るよ うなベ ク トル
値関数 全体 とする。 これ らを単 にLp,IVptと書 くこ
ともあ る。
C。,。・a(R3)はCo。。(R3)の元Pで,divp=Oを みた す
もの全 体,XpはCo.a・・(・R3)のll'iipノルム に よる完 備
化 とす る。XpはLpの 閉 部分 空 間 であ る。
Lpか らXpの 上 へ の射 影 作用 素 が存 在 する こ と が
わか る。 そ の作用素Pは 次 の よ うに定義 され る。C。。
(R3)の任意 の元 ψに対 して,
(1-1)1)g≡p-gradGdivg
とす る。但 し,Gは ラプ ラ ス作 用i素の グ リー ン作 用素
すなわ ち,Gv=fはAf・=vと 同値 であ る。
次 の命題 が成 立 っ。
命題1-1
PはLp(R3)の有界作用素 で,そ の値域はXpで あ
る。 さらに,Xpの 任意の元fに 対 してPf=fが 成
立 っ。
注意1-2
有界領域の場合,類 似の結果 は ㌘=2以外 に対 して
は得 られていない(た とえば,Ladyzhenskaya[3]・
なおMorimoto[4]も参考 のこと)。
ス トークス作用素Apを定義 しよう。Apは,D(Ap)
=IVp2(Rり∩Xpを 定義域 とし,
Apu=Pff∈Lp(R3)
は,方 程式系
(1-2){諜radカ=∫
に同値 である。 ここで ヵ=♪@)は 未知のスカラー値
関数である。次 の命題は容易 である。
命題1-3
ApはXpに 稠密 な定義域を もっ閉作用素 である。
いよいよ定理 をのべることが出来 る。
定理1-4
-Ap(1<♪<十〇〇)はXpで 解析的半群u(z)
(Rex>0)を生成 する。
2Fourier血iultiplier
この節 ではFouriermultiplierに関 す る結 果 を ま
とめ てお く(Stein[5])。扱 う関 数は スカ ラー値 とす
る。
p(.Z')∈C,O。(Rn)に対 して,そ の フー リエ変換 を
:(ξ)一∫。・・一・ξ… ω ∂エ
(た だ し ξ・x=ξ1四 十 ξ2x'2十… 十 ξn.Tn,i=s/=i)と
(5)
定 義 す る 。 α=(α1,…,an)(αtは 非 負 整 数),lal.
=α1+α2十 …+α η と す る と き ,
.2'a=a'la1….z'nα,1
㈱ α望－i}/_pa、.,.1."1.。s,,p
とか く。次 の等式が成立 っ。
㈹{C・ £洞^(ξ)一ξ・;(ξ)
ム バ
(2-2)(St,*ψ)^(ξ)=Si)(ξ)ψ(ξ),
但 し*は,た たみ こみ をあ らわ す。
nb(X)はRnで定義 され た有界 可測 関数 とす る。 こ
の と きL,(Rn)∩Lp(R")上の線形 作用Pt71nが次の
式 に よって定 まる。 ム
(Tmf)^ω=2・・(・z')f(x)・f∈L2∩Lp
こ こで,」『によ らない定数Cが 存 在 して,不 等 式
ll石'fllP≦c]lf]IP
が成 立 てば,7nはLp .(Dmultiplierであ る とい う。
multiplierの十 分条件 の1つ を与 え る次 の定理 は,基
本的 である。
定理2-1
7杖め は原 点 を除 い てRn全 体 でCitwとす る。但 し
☆〉芸 である・又淀 数 β'が存在 して・ すべて四
(lai≦k)に関 して,
1儂y・・(,・)1≦Blxl-1・1
が成 立 っな らば,t21はLp(1〈♪<十 〇〇)のmultiplier
で ある。 す なわ ち
IIT。、fllP≦CpllfllPf∈L,∩Lp
が成 立 っ。 ここで定数Cρ はB,p,llに のみ よる。
3作 用素Pの性質
(1-1)式よ り,簡 単 な計 算 で
(3-1)Ptt=tt-gradGdivu=rotGrotlt
が成 立 っ こ とがわ かる。 よ く知 られ でいる よ うに,作
用 素Gは
1〈3-2)(Gf)(a')=一*∫ ,4πlxl
巨 卜 ∀絢2十x22十x32
とあ らわ され る。
.・ …=:(iiiii)
と書 くことにすれば,前 節の結果を用いて,
(3-3)㈹ ・"一;・一義 ξ・(1圭1)〈昆 ξ・㌫
一見(δ・・一締)㌫
と な る 。 但 し,δi,=1,ノ=え;=O,Ak.
ここで・eゴ ・(ξ)一δ」・一〒ξ警 を第(ノ,k)成 分 とす る
3×3行 列 をte(ξ)と すれ ば,　
(3-4)(1)tt)^(ξ)=≦P(ξ)Ic(ξ)
ム
が成 立 っ。(1)tt)∧,ttは各 々Plt,Uの 各成 分 をフー
リエ変換 したベ ク トルで ある。 行 列9(ξ)の 各成分
≦Pit(ξ)は,定理2-1に よ リ,任 意 の♪(1<p<十。。)
に対 してLpのFouriermultiplierにな る。 よって,
定 数Cpが 存在 して,す べ てのU∈Lz∩Lpに 対 して,
llPttllP≦Cpllullp
が成 立 っ。 故 に(1-1)式 で定義 され る作用 素Pは,
Lp(R3)の有界 作用素 に,一徳 的 に拡張 され る。 それ
も同 じ文 字Pで あ らわす。
補題3-1
f∈Xpな らばP∫=fで ある。従 ってPXp=Xp
であ る。
証明
(1-1)より,Co.。(R3)の任意 の元S)に対 してPg
=gが 成 立 っ。Co,。(R3)はXpで稠密 であ り,Pは
Lpの有 界 作用素 で あるか ら,補 題3-1が 従 う。
補題3-2
PはXpの 上 へ の作用素 である。す なわ ら,1'Lp=
Xpで あ る。 ・
証明
Xp・・1'Xp⊂PLpである か ら,逆 向 き の 包含 関係
1'Lp⊂Xpを示 せば よい。teをLpの 任意 の元 とする。
任 意 の正 数 εに対 して,Co。o(R3)の元Uoでllte-・lfo)lp
<ε をみた す ものが存在 す る。(3-1)に よ り,
」})'Zo=rotGrotltO
である。 こ こで,ス カラー値関数y)(x)∈C。e(R3)で,
・ω一{1:㍑に;
、0≦9(め ≦1,-T∈R3
な る も の を1っ と リ,
・漁)一・㈲
と お く。
Vn≡…rot(9nGrotUo)
と す れ ば,晦 はCo,。"(R3)の 元 で あ る 。
PUo-vn=(1-9n)P～ξo-gradPn×GrotUe
(記 号 × は ベ ク トル 積)
と 変 形 で き る か ら,
11P～to-VnNp≦II(1-Pn)Ptiollp
L十llgrad伊n×(7rotUollP
で あ る 。 こ の 右 辺 はn--o。 の と き0に 収 束 す る。
Pは ・Ll,の有 界 作 用 素 で あ る か ら,
(6)
lil)tt-Wnllp≦lll♪u-・Pit。llP十111)tto-v7tl1P
≦ εp‖r`-u。llP÷UPtto-vnllp
故 に,PttはCo,。。 (R3)の元Unに よ っ て,近 似 さ れ る 。
す な わ ち,Ptt∈Xp。 よ っ て 補 題3-2は 証 明 さ れ た 。
補 題3-1及 び3-2に よ り,命 題1-1が 証 明 さ れ
た。
4定 理1-4の証明
作用素 一1■が解析的半群U(め(x∈C,larg21〈ω)
を生成 するための一・つの十分条件 は,
(i)Tは 稠密な定義域 をもっ線形閉作用素で
(ii)-7■のレゾルベ ン ト集合 ρ←7')が 角領域
{7・∈C・1・・g・K晋+ω}を 含 み
(iii)任意 の正数 εに対 し定 数M、 が存在 して,
Il(7・+T)H'll≦M/IZIがづ'べて の1・・gZl≦言抽
－eな る2に 対 して成 立つ こ とで ある(T・Kato[2],
Hille・Phillips[1⊃。 命題 -3に よ りApは 条件(i)
をみたす。次 に ρ(-Ap)について調べ よ う。 ス トー
クス作用素Apの 定義 によれ ば,Apit=Pfは 方 程式 、
系:
(・){三ぽ 「ad肩
に同値 である。(1-2)に フー リエ変 換 をほ どこせば
　 ム ム
(4-1)麟1酷 内 琴3
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4×4行列di(ξ)に対 して,次 の補題が成立っ。
証明は容易 であるか ら↓ 省略 す る。
補題4-1
行列 ユ(ξ)の 行列 式は,
detし遅(ξ)=1ξ[o
従って,し改ξ)は ξ≒0の とき正則 で,そ の逆行列
し4-!(ξ)畳ま,
一 謀 一∴∴剰
但 し 紐(ξ)は(3-4)で与 え られる3×3行 列 である。
この補題 によ り,ξ≒0な らば
(;)一(ζ)慧劉
で ある。従 って
二「』(ξ)デ
(3-4)を用 いれば
;一音 吟 「☆命
よっ て ム ム
(4-3)Aptt-=1ξ12〃i
が 成 立 っ 。
f・ をX1,の 任 意 の 元 と し て,方 程 式
(4-4)(λ 十 ノ1P)rt=∫o
の 両 辺 を フ ー リエ 変 換 す れ ば,(4-3)に よ リ
　 ム
{(2十A、P)tt}∧=(λ十1ξ12)τt==fo
従 っ て7.G(一 〇〇,0]な ら ば
(4-5);一 、+}ξF呈・
に よ リ(4-4)のneteが 求 ま る 。 Σ 二・{λ∈C;largえ1
〈"}と す る 。 Σ=C＼(一 〇〇,0]で あ る 。R∈ Σ を 任
意にと姻 問 減9(ξ)一、+}ξ1・は定 離 ・の
仮定 をみ たすか ら,1<♪<+ooに っい て,Lpの
Fouriermultiplierであ る。従eて(λ 十Ap)-1はLpの
有 界作用素 になる。 すなわ ち,2は －Apの レゾルベ
ン ト集合に属 する・ よ・て・一号 として⑥ 内減 立っ・
今,任意 の正 数 εに対 して,Σ 、={λ∈C;Iargλ1≦
π一ε}とお く。 定数M、 が存在 して,す べ ての λ∈Σ,.
に対 し,不 等 式
(4-6)ll2μ"P≦ll'lell(2-FAp),tllP
が成 立てば,(iii)が成 立 ち,従 って 一ノlpは,解 析的
半群U(z)(Rex>0)を 生成 するeよ って・(4-6)を
確か めれ ば,定 理1-4の 証明 は完成 す る。
Σ,⊂C＼(-oo,0]で あるか ら,(4-3)を用 い て,
ヘ ム
7.te(ξ)=λ(λ{-1ξ12)-1(2十1ξ12)tt(ξ)
=2(2十1ξ12)-1{(λ+ノlp)u}∧
).().十1ξ12)-1は,2がΣ 。 を 動 く と き,定 理2-1
の 仮 定 を み た す こ と を 調 べ よ う。
∫(2,ξ)=2(λ十1ξ12)一1とお くeす べ て の7.∈Σ=、,
ξ∈R3及 び す べ て の α(1α1≦2)に 対 し て,
1ξ轟 ∫(・ξ)1≦B絨 立っような定数臓 在す
る こ と を い う。7.==P.leteとあ ら わ せ ば,101≦z－ ε
で あ る ◆1θ1≦ ε の と き,
Re2=121cose≧12[c・sε
ξ≦10!≦ π一 ε の と き,
llm21=12目sinOI≧国sin・
従 っ て,|el≦ π一 ξ な ら ば
(7)
`
lf(・ξ)1≦m・(孟 ・。ま、)==8。二
次 に・ξ1昔抱 ξ)一高 器 を調べる・
Re2=12」cosθ ≧-1λlcosε で あ る か ら,
1λ十1ξ「212=IRl2十1ξii十2ReR]ξ[2
≧21111ξ12(1-cosε)
こ れ を 用 い て,
1ξ1晶∫(・ ξ)1≦il,llt,1,lfl;i-i.itigE,≦1-i。sε
同様に して
1ξ'捻∫(・・ξ)1≦、-i。,、∫-2・・
を得 る。次に,2階 導関数にっいて調べよ う。
ξ・ξ晶 訂(・・ξ)一(鷲§ち・である・
1ξ・2轟∫(・ ξ)1≦、-i。,、+□i㌫(1+轟)●
`従
って,定 数Bが 存在 して,す べ ての2∈ Σ、,ξ∈R3,
Ial≦2に対 して
ド・姦 ∫(R・ξ)1≦B
不 等 式
21ξ,ξ21≦1ξ,12一ト1ξ212≦1ξi2
を 用 い て,'
1ξ1ξ・∂ξ;ξ、f(2・ξ)1≦21RIIξ1`
(1+)(1+☆)
ξ・2書∫(・,ξ)一劇 ξ1・)・+(、+lerl・)・を同 様
に評価すれば
12-}-1 213
_.]旦1ξ12一 λll2
十1ξ{2121λ 十1ξ121
<1【21_<1=1 -cosε1λ+1ξ121=1-cosε
が成立 っ。故 に,f(2,ξ)はLpのmultiplierであ
るか ら,評 価(4-6)が 成 立 っ。
補題3-2の 証明 は藤 原 大輔氏 に負 う。.
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